
Relazioni ricorsive

20 Ottobre 2003



Relazioni ricorsive

n 7→ an successione (a valori in R)

Relazione ricorsiva:

F (n, an, an+1, . . . , an+k) = 0

k: ordine di F
F lineare in aj ⇒ ricorrenza lineare
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Numeri di Fibonacci

a0 = 1, a1 = 1

an+2 = an+1 + an

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 . . .

Algoritmo di calcolo (elementare)
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Numeri di Fibonacci/2
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Numeri di Fibonacci/3

Algoritmo ricorsivo (con memoria)
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Risultati esecuzione
C DFE�G#H�I.J�K LNM'O�PAC QSR9T
UVDFE�G#H�I.J�K LNM'O�PAC QSR Q.LWU C CXTXT
Y�DFE�G#H�I.J�K LNM'O�PAC QSR Q.LSY U C CXT�T
Z DFE�G#H�I.J�K LNM'O�PAC QSR Q.LWR Y U C C.T�T
RVDFE�G#H�I.J�K LNM'O�PAC QSR Q.LS[ R Y U C C.T�T
RVDFE�G#H�I.J�KFM�O!P�C \X\�] [
Z DFE�G#H�I.J�KFM�O!P�C \X\�] [
Y�DFE�G#H�I.J�KFM�O!P�C \X\�] [
UVDFE�G#H�I.J�KFM�O!P�C \X\�] [
C DFE�G#H�I.J�KFM�O!P�C \X\�] [
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Coefficienti binomiali

Definizione ricorsiva:

a.
(n

0

)

=
(n

n

)

= 1;

b. 1 ≤ k ≤ n− 1,
(n

k

)

=
(n− 1

k − 1

)

+
(n− 1

k

)

Forma chiusa:

(n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
.
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Ricorrenze lineari a coefficienti costanti

s0an+k + s1an+k−1 + . . .+ skan = f(n)

Soluzione:

soluzione particolare
+

soluzione problema omogeneo
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Ricorrenze (lineari, a coeff. costanti) omogenee/1

(?) s0an+k + s1an+k−1 + . . .+ skan = 0

Th: Le soluzioni di (?) formano uno spazio
vettoriale (reale) di dimensione k

Dim:

a. an, bn: soluzioni di (?)

b. 0 = λ(s0an+k + . . .+ skan) + µ(s0bn+k + . . .+ skbn)

c. s0(λan+k + µbn+k) + . . .+ sk(λan + µbn) = 0

d. esiste una combinazione lineare t a coefficienti non tutti 0 di
k+ 1 soluzioni tale che t = 0 (tn+k = . . . = tn = 0)

Luca Giuzzi — Relazioni ricorsive 7



Ricorrenze (lineari, a coeff. costanti) omogenee/2

F : s0an+k + . . .+ skan = 0

Polinomio caratteristico:

χF (λ) := s0λ
k + . . .+ sk+1λ+ sk

Th: λ1, . . . , λs: radici distinte di χF (λ)

m1, . . . ,ms: molteplicità di λ1, . . . , λs

ALLORA

an =
s
∑

j=1

(bj1+bj2n+. . .+bjmj
nmj−1)λnj
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Ricorrenze (lineari, a coeff. costanti) omogenee/3

Dim: Cercare k soluzioni linearmente indipendenti

• λi 6= λj

a. an = λni

b.
s0an+k + s1an+k−1 + . . .+ skak =

= s0λ
n+k
i + s1λ

n+k−1
i + . . .+ skλki =

= λk
(

s0λ
n
i + s1λ

n−1
i + . . .+ sk

)

= 0

c. i 6= j ⇒ λi, λj linearmente indipendenti

Luca Giuzzi — Relazioni ricorsive 9



Ricorrenze (lineari, a coeff. costanti) omogenee/4

Dim/2:

• mi > 1:

a. χF (λ) = (λ− λi)
miq(x)

b. φrn = nrλni 0 ≤ r ≤ mi − 1

c. F (φrn) = λni (s0(n+ k)rλki + . . .+ skn)

d.










χ
(0)
F (x) = xnχF (x)

χ
(v+1)
F (x) = x[χ

(v)
F (x)′]

e. χ(r)
F (λi) = F (φrn)

f. (λ − λi)
mi | χ(0)

F (λ) ⇒ (λ − λi) | χ(r)
F se

r < mi

g. F (φrn) = 0
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Numeri di Fibonacci/4

Relazione ricorsiva:

an+2 − an+1 − an = 0

Polinomio caratteristico:

λ2 − λ− 1 = 0

Radici:

λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1 −
√

5

2

Spazio delle soluzioni:

an = c1

(

1 +
√

5

2

)n

+ c2

(

1 −
√

5

2

)n

Condizioni iniziali: a0 = a1 = 1

c1 + c2 = 1, (c1 + c2) + (c1 − c2)
√

5 = 2

c1 =
(
√

5 + 1)

2
√

5
c2 =

(
√

5 − 1)

2
√

5
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Numeri di Fibonacci/5

Forma chiusa
�!�"�����
	 ����<� �^	_�
���
�.` ��a ��� b �X='c�>
( bV�
� � ���
�4�/�/&d( �ea �;� � �X=�c8>
( bV�
� ��� 	��
�

�.` ��a ��� b �X='c�>
( bV�
� � ���
�4�/�/&d( �ea ��� � �X=�c8>
( bV�
� ��� 	��
�

�
�

Risultati esecuzione
�f0g+'&_�1�A	 2�,��@=5( hi2����#<�
�.= -/+'	_��>�+�	"6�� jW�
&)(�% �@���
�

k hl� �nm � � mpo
o o
o
o o
o/q � m � r m � b m � s m � � r m �
� �
� �t�
� �:m �
� �
� �t� r qum � �
� �
� q b
b m �
� �
�
�@s s ovm � �
�
�
�
��q qum � �
� � r ��r
r m �
� �
�tb r
w
w m � �
� � � x � � m �
�
� �
o s w m � �
�@r � b o w m �
� �tb � b@s qym � �
� w qz� s �nm �
� � b
x w
xtb m �
�
� q � � o8q x m �
� q �

Luca Giuzzi — Relazioni ricorsive 12



Esempio di ricorrenza

Relazione ricorsiva:

an+2 − 6an+1 + 9an = 0

Polinomio caratteristico:

(λ2 − 6λ+ 9) = (λ− 3)2 = 0

Radici:

λ = 3 (doppia)

Spazio delle soluzioni:

an = (c1 + c2n)3
n

Condizioni iniziali: a0 = 0, a1 = 1

c1 = 0 c2 =
1

3
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Funzioni generatrici

n 7→ an successione (a valori in R)

Funzione generatrice per an

f(z) :=
∞
∑

n=0

anz
n

Talvolta è facile trovare una forma chiusa per la funzio-
ne generatrice
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Funzioni generatrici/2

Successione Funzione generatrice Forma chiusa
(1,0,0,0, . . .)

∑

[n = 0]zn 1

(1,1,1,1, . . .)
∑

zn 1/(1 − z)

(1,−1,1,−1, . . .)
∑

(−1)zn 1/(1 + z)

(1,0,1,0, . . .)
∑

[2\n]zn 1/(1 − z2)

(1,2,3,4,5, . . .)
∑

(n+ 1)zn 1/(1 − z)2

(1, c, c2, c3, . . .)
∑

cnzn 1/(1 − cz)

(1, c,
(

c
2

)

,
(

c
3

)

, . . .)
∑

(c

n

)

zn (1 + z)c

(1,
(

m+1
m

)

,
(

m+2
m

)

, . . .)
∑

(m+ n

m

)

zn 1/(1 − z)m+1

(0,1, 1
2
, 1
3
, . . .)

∑ 1

n
zn − ln(1 − z)

(0,1,−1
2
, 1
3
, . . .)

∑ (−1)n+1

n
zn ln(1 + z)

(1,1, 1
2
, 1
6
, 1
24
, . . .)

∑ 1

n!
zn ez

Tutte le somme devono essere intese per n ≥ 0

La funzione generatrice deve chiaramente essere intesa definita
per valori di z per cui la serie converge (per z = 0 non ci sono
problemi; |z| < r ove r è il raggio di convergenza). È però soli-
tamente possibile prolungare analiticamente tali funzione a tutto il
campo C
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Funzioni generatrici/3

Manipolazione di funzioni generatrici
αF(z) + βG(z) =

∑

(αfn + βgn)z
n

zmG(z) =
∑

gn−mz
n

G(z)−g0−g1z−···−gm−1zm−1

zm
=

∑

gn+mz
n

G(cz) =
∑

cngnz
n

G′(z) =
∑

(n+ 1)gn+1z
n

zG′(z) =
∑

n≥1

ngnz
n

∫ z

0

G(t)dt =
∑

n≥1

1

n
gn−1z

n

F(z)G(z) =
∑

n

∑

k

fkgn−kz
n

1

1 − z
G(z) =

∑

n

∑

k≤n
gkz

n

Tutte le somme, ove non altrimenti indicato,
devono essere intese per n ≥ 0
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Numeri di Fibonacci/6

Relazione ricorsiva Incluse condizioni iniziali

an = an−1 + an−2 + [n = 0]

Funzione generatrice

G(z) =
∑

n
anz

n =
∑

n
an−1z

n +
∑

n
an−2z

n + 1 =

=
∑

n
anz

n+1 +
∑

n
anz

n+2 + 1 =

= zG(z) + z2G(z) + 1

ALLORA

G(z) =
1

1 − z − z2

Espansione in serie di G(z)

G(z) = 1 + z+ 2z2 + 3z3 + 5z4 + 8z5 + . . .

Problema:

Determinare una forma chiusa per i
coefficienti di G(z)
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Funzioni razionali

R(z) =
P (z)

Q(z)
: funzione razionale

Th: Esistono un polinomio T (z) e una funzione

S(z) = a1
(1−ρ1z)m1+1 + a2

(1−ρ2z)m2+1+

+ · · · + al
(1−ρlz)ml+1

con 1/ρi radice di Q(z) di molteplicità mi

tali che

R(z) = S(z) + T (z)
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Numeri di Fibonacci/7

G(z) =
1

1 − z − z2
=

α

1 − z/ρ1
+

β

1 − z/ρ2

G(z) = α
∑

(

1

ρ1

)n

zn+β
∑

(

1

ρ2

)n

zn

λ1 =
1

ρ1
=

1 +
√

5

2
, λ2 =

1

ρ2
=

1 −
√

5

2

α =

√
5 + 5

10
, β =

√
5 − 5

10

Fn = αλn1 + βλn2
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Funzioni generatrici/4

F : s0an+k + . . .+ skan + [n = 0] = 0

ψF (z) = zkχF (1/z)

Osservazione (λ 6= 0)

χF (λ) = 0 ⇐⇒ ψF (1/λ) = 0

Funzione generatrice

G(z) =
−1

ψF (z)
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Numeri di Bell

bn+1 =
∑

k

(n

k

)

bn−k

G(z) :=
∑

bnz
n/n! Funzione generatrice esponenziale

Osserviamo:

G′(z) =
∑

(n+ 1)bn+1z
n/(n+ 1)! =

∑∑

k

(n

k

)

bn−kz
n/n! =

∑∑ n!

k!(n− k)!
bn−kz

n/n! =

∑∑ bn−k
(n− k)!

zn/k! = ezG(z)

ALLORA

G(z) = e−zG′(z) G(0) = 1

Soluzione:

G(z) = ee
z−1
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