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Principio di Induzione/1

Py, = proposizione che dipende da
parametro n € N \ {0}.

Se:

e P; e vera;

elVn>1:P, 1= P,

ALLORA

Vn : P, € vera
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Esempio di induzione
k
Th: Y (20 — 1) = k°.
i=1

Dim: INDUZIONE su &

° 11 =12
k
Y (2i—1) =
=1
(2k—-1) + =
(2k — 1) + =

k2 —2k+ 14 (2k— 1) = k°.
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Mappe connesse

I
Ol—= =

S

V' = numero di vertici;

FE = numero di lati (edges)

F' = numero di facce.

TEOREMA:
V4+F=FE+2.




Mappe/2: formula di Eulero

Th: V4+F=FE+42
Dim: DOPPIA INDUZIONE

Su F:

F = 1 — Induzione su V:

Un albero con V vertici possiede
E =V —1Iati.
e V = 1: BANALE
o V=V+4+1
— Ogni albero con V' vertici ha
V —1 lati
— Sia T un alberocon V41
vertici
— esiste almeno un vertice x
connesso ad un solo lato
e [altrimenti esisterebbe un
cicloin T
— T/ =T\ {z,e} € un albero
con V vertici.
- VT/—]. = ET’; ET’ = ET—
1, Vimw = Vp — 1; ALLORA
Vir— 1= Erg.
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Mappe/3: formula di Eulero

o F'=1: V+1=FE+2

vertice/lato ri-

ey = muovibil

o F=F+41

— ogni mappa piana M’ con n facce ha V,,/ ver-
ticie By laticon Vypr +n = Eyp + 2

— esiste almeno una faccia f confinante con quel-
la esterna [essa e un ciclo e rimuovere un lato
non disconnette la mappa] Sia e un suo lato
confinante con I'esterno

AL

— M’ = M \ e han facce

- VM/—I—FM/ = EM/_I_Q’ VM = VM/, FM =
FM/—I— 1; EM = EM/—I- 1,ALLORA

Vi + Fay = Epg + 2
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Principio di Induzione/2: Induzione forte

Py, = proposizione che dipende da
parametro n € N \ {0}.

Se:

e P; e vera;

o Vn>1: (Vj<n:P;)= Py

ALLORA

Vn : P, € vera
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Codici di Gray/1

Problema:
Date n stringhe binarie ognuna di lun-

ghezza k, disporle in modo tale che
ogni due stringhe consecutive differiscano
esattamente in una posizione.

Q1 011, 111
0010 0101
00 o 11
000e 100
. 010 110
10
n—=24 n=3~8
k=2 k=3

SE POSSIBILE: Codice di Gray

Codice

e chiuso se l'ultima stringa é adiacente alla prima

e aperto altrimenti
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Codici di Gray/2

Th: Per ogni k > O esiste un codice di Gray
di lunghezza k e contenente 2k parole.

Dim: INDUZIONE su 2k = numero parole

e k= 1: BANALE

o 2k = 2(k+ 1):

— Esiste un codice di Gray G’ di lunghezza k con-
tenente 2k parole.

— Aggiungiamo O o 1 in testa a tutte le parole di
G’ in modo tale che

G' = s1,82,83,...,50
G = 081,181, 182,082,083,...,082k
1s Os1
182 OSQ
Os3
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Codici di Gray/3

10 11
O O
k=1 k=2
O O O C
0 1 00 01
110 010 011
O o o
k=3
O O O
100 000 001

Il codice contenente n parole ha lunghezza k almeno
parian/2.

Si puo fare di meglio?
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Codici di Gray/4

OSSERVAZIONE:
101 001 110, ., 010
100 o , 000
111 . 000
101 e °* 001
011 010 111 * 011
n—==~06 n =38
k=3 k=3
teorema

Cerchiamo codici di Gray “piu compatti” (lunghezza
logaritmica nel numero di parole).
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Codici di Gray/5

Th:

Per ogni n > 1, esistono codici di Gray
contenenti n parole e aventi lunghezza
[logon|. Se n € pari, allora tali codici
sono chiusi; altrimenti essi risultano aperti.

Dim: [Usiamo la forma forte del principio di induzione]

e Per n = 2 il teorema e verificato

e Esistono codici di Gray di lunghezza
[log> k| per ogni k < n. Perivalori pari di
k tali codici sono chiusi; per quelli dispari
essi sono aperti.
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Codici di Gray/6

e n pari: Uniamo 2 codici con n/2 parole.

NIS
NIS

[loga(n/2)] + 1 = [loga(n)]

OSSERVAZIONE: Se n/2 e dispari, allora i codici van-
no incollati sugli elementi ove essi si aprono (i.e. ultimo
con ultimo e primo con primo oppure viceversa)
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Codici di Gray/7

e ndispari: n = 2t | 1
1. Uniamo due codici di ¢t parole.

2. Se t non e potenza di 2: esiste una parola p di
lunghezza [log,(2t)] adiacente al codice ma
non contenuta in esso

= Apriamo il codice e aggiungiamo la parola

t t
Il codice ha lunghezza [1ogy(2t)]

3. Set e potenzadi 2: tutte le parole di lunghezza
[log,(2t)] sono state usate

=Aggiungiamo 1 bit al codice
Il codice ha lunghezza

[logo(2t)] + 1 =loga(2t) + 1 =
[logo(2t + 1) ]
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Codici di Gray/8
e t € N, t nonpotenza di 2

e (G codice di Gray di lunghezza [log»(2t)]
e d(p,G) = Mingcqd(p, x)
ALLORA
Dim:
1. py e po stringhe qualsiasi
2. Si puo passare p; — p> cambiando 1 bit per volta

3. se min,ggd(p,G) > 1, allora tutte le stringhe a
distanza 1 da tutte le stringhe in G stanno in G.

4. costruiamo un percorso che vada da un qualsiasi
elemento di G a p (tutto in G).

2. peG.
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Principio di Induzione/3: Induzione inversa

Py, = proposizione che dipende da
parametro n € N \ {0}.

Se:

e P, e vera per un numero infinito di interi

elVn>1:P,= P, 4

ALLORA

Vn : P, € vera
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Media aritmetica e geometrica/1

Th:  z1,29,...,2np € RT =
r1+x2+ ...+ xn

n

1
(x122 - xn)n <

Dim: [Usiamo 'induzione diretta e inversa]
Induzione diretta con n = 2F

e n = 2 ovwvero (k = 1): elevando al quadrato

vzizo < (71 +22)/2

o 2k = 2k+1 gyvero (n = 2n):
a. y1 = (z1x0- - an) /"

b. yo = (xn—l—lmn—I—Q T xQn)l/n

Y1 + Yo
c. (z1-- ~’L‘2n)2n—\/y1y < == 5

d. per induzione

($1++37n) _I_ x’n/—I—l—'_"'—I_xQn

y1+y2< . o
2 o 2
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Media aritmetica e geometrica/2

Induzione inversa: n = n — 1

x1+xo+ ... +x5H_1
d. z =

n—1

b. per ipotesi induttiva

(w122 @p_12) /" <
azl—l—ccg—l—...:cn_l—l—z: (n—1)z+4z

n n

<

1
C. (x120-+ xp_12)n < z

d. z120- 2,12 < 2"

1 x1 +xo+ ... +x0_
e. (371552"'33”@—1)”71 < z= ! - el

n—1

[]

Luca Giuzzi — Principio di induzione e applicazioni 17



